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Quantentheorie und fiinfdimensionale Relativititstheorie.
Von Oskar Klein in Kopenhagen.
(Eingegangen am 28. April 1926.)

Auf den folgenden Seiten mochte ich auf einen einfachen Zusammenhang hin-
weisen zwischen der von Kaluzal) vorgeschlagenen Theorie fiir den Zusammen-
hang zwischen Elektromagnetismus und Gravitation einerseits und der von
de Broglie?) und Schrédinger?) angegebenen Methode zur Behandlung der
Quantenprobleme andererseits. Die Theorie von Kaluza geht darauf hinaus, die
zehn Einsteinschen Gravitationspotentiale g, und die vier elekiromagnetischen
Potentiale @, in Zusammenhang zu bringen mit dem Koeffizienten y,, eines
Linienelementes von einem Riemannschen Raum, der aufier den vier gewohn-
lichen Dimensionen noch eine fiinfte Dimension enth#lt. Die Bewegungsgleichungen
der elektrischen Teilchen nehmen hierbei amch in elektromagnetischen Feldern
die Gestalt von Gleichungen geoditischer Linien an. Wenn dieselben als Strahlen-
gleichungen gedeutet werden, indem die Materie als eine Art Wellenausbreitung
betrachtet wird, kommt man fast von selbst zu einer partiellen Differential-
gleichung zweiter Ordnung, die als eine Verallgemeinerung der gewdhnlichen
Wellengleichung angesehen werden kann, Werden nun solche Losungen dieser
Gleichung betrachtet, bei denen die fiinfte Dimension rein harmonisch auftritt mit
einer bestimmten mit der Planckschen Konstante zusammenhingenden Periode, so
kommt man eben zu den obenerwihnten quantentheoretischen Methoden.

§ 1. TFinfdimensionale Relativititstheorie. Ich fange
damit an, eine kurze Darstellung von der fiinfdimensionalen Relativitats-
theorie zu geben, die sich nahe an die Theorie von Kaluza anschlieBt,
aber in einigen Punkten von derselben abweicht.

Betrachten wir ein fiinfdimensionales Riemannsches Linienelement,
fiir welches wir einen vom Koordinatensystem unabhingigen Sinn postu-
lieren. Wir schreiben dasselbe:

d¢ = VZypydaidat, (1)
wo das Zeichen X, wie itberall im folgenden, eine Summation fiber die
doppelt vorkommenden Indizes von O bis 4 angibt. Hierbei bezeichnen
2° ... z* die fiinf Koordinaten des Raumes. Die 15 GroBen y,; sind die
kovarianten Komponenten eines fiinfdimensionalen symmetrischen Tensors.
Um von denselben zu den Grofen g;;, und ¢; der gewohnlichen Relativi-
tatstheorie zu kommen, miissen wir gewisse spezielle Annabhmen machen.
Erstens miissen vier der Koordinaten, sagen wir #!, #?, #°, *, stets den
gewohnlichen Zeitraum charakterisieren. Zweitens diirfen die Grofen

1) Th. Kaluza, Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1921, 8. 966.
?) L. de Broglie, Ann. d. Phys. (10) 3, 22, 1925. Thases, Paris 1924.
8) E. Schrodinger, Ann. d. Phys. 79, 361 und 489, 1926.
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y;x nicht von der fiinften Koordinate #° abhingen. Hieraus folgt, daB
die erlaubten Koordinatentransformationen sich auf die folgende Gruppe
beschrinken 1):

@)

2 = 2% + ¥, @', «*', a¥, '), }

at = P (@Y, ', 2%, 2t") (=123 4.

Eijgentlich hitten wir in der ersten Gleichung Konstante mal 2°' anstatt
2% schreiben sollen. Die Beschrinkung auf den Wert Eins der Kon-
stante ist ja aber ganz unwesentlich.

Wie man leicht zeigt, bleibt p,, bei den Transformationen (2) in-
variant. Die Annahme p,, = Const. ist deshalb zulissig. Die Vermutung
liegt nahe, daB nur die Verhiltnisse der y;; einen physikalischen Sinn
baben. Dann ist diese Annahme nur eine immer miégliche Konvention.
Indem wir die MaBeinheit von #° vorliufig unbestimmt lassen, setzen wir:

Yoo = ()
Man zeigt ferner, daf die folgenden DifferentialgriBen bei den Trans-
formationen (2) invariant bleiben, n@mlich ):

49 = du® + L% dui 4)
Yoo
dst = (m _ M‘) dat dat. (5)
Yoo

In diesen Ausdriicken soll iiber die doppelt vorkommenden Indizes von
1 bis 4 summiert werden. Bei solchen Summen wollen wir, wie iblich,
das Summenzeichen fortlassen. Die Grofen d & und ds hingen in der
tolgenden Weise mit dem Linienelement d¢ zusammen:

d6® = 0 d9® + ds. (6)

Aut Grund der Invarianz von 4§ und ¢, folgt nun, dab die vier p,;
(¢ &= 0), wenn »° festgehalten wird, sich wie die kovarianten Kompo-
nenten eines gewthnlichen Vierervektors transformieren. Wenn 2° mit-
transformiert wird, tritt noch der Gradient eines Skalars additiv hinzu.

Dies bedeutet, dafl die Grofen:

d?oi_d)’ok
0 xk 0x

1y Vgl. H. A. Kramers, Proc. Amsterdam 23, Nr. 7, 1922, wo eine an die
pun folgenden Betrachtungen erinnernde Uberlegung mit einem einfachen Beweis
fir die Invarianz von dJ und ds® gegeben ist.
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sich wie die kovarianten Komponenten F}; des elektromagnetischen Feld-
tensors transformieren. Die Groflen py; verhalten sich also vom in-
variantentheoretischen Gesichtspunkt wie die elektromagnetischen Poten-
tiale @, Wir nehmen deshalb an:
Ay = da® 4 B, da’, )

d. h.

Yoi = ot @; =12 38,4, 8
wo f eine Konstante bedeutet, und wo die ¢; so definiert sind, daf in
rechtwinkligen Galileischen Koordinaten gilt:

(‘pac: Py ‘Pz) =4,
)
P, — —¢C ¥V,
wo A das gewohnliche Vektorpotential, V das gewbhnliche skalare
Potential und ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnen.
Die Ditferentialform ds wollen wir mit dem Linienelement der

gewthnlichen Relativititstheorie identifizieren. Wir setzen also

Pir = Jux + 0B s @i, (10)
W0be1 wir die g;; so wihlen wollen, da8 in rechtwinkligen Galileischen
Koordinaten gilt:
: ds® = da* + dy? + d2* — P d (1)
Hiermit sind die GroBen p;;, auf bekanmnte Gréfen zurtickgefiihrt.
Das Problem ist nunm, solche Feldgleichungen fiir die GroBen y;; auf-
zustellen, daf sich fiir die g;; und ¢, in geniigender Anniherung die
Feldgleichungen der gewihnlichen Relativititstheorie ergeben.  Auf
dieses schwierige Problem wollen wir hier nicht niher eingehen, sondern
wir wollen nur zeigen, daf die gewthnlichen Feldgleichungen von dem
Gesichtspunkt der fiinfdimensionalen Geometrie sich einfach zusammen-
fassen lassen. Wir bilden die Invariante:

Pls)_of

— | A& ) ip| (kv {”ﬁl{
P=2 0 a* Ozt +{v}{u} el (12
wo y'k die kontravarianten Komponenten des fiinfdimensionalen metrischen

Fundamentaltensors sind und wo {TZ.S} die Christoffelschen Dreiindizes-

symbole bezeichnen, also:
ITS} - <a’}’yr dy‘us a%-s)
E p 0z 0 xr g at (13
In dem Ausdruck von P denken wir uns, daf alle Grofen von #° unab-
hingig sind, und da y,, = o ist.

59%
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Betrachten wir nun das tiber ein geschlossenes Gebiet des fiinf-

dimensionalen Raumes ausgefiihrte Integral:
J = jpv__ydmmmldmﬂdxmxa (14)
wo y die Determinante der y;; bedeutet.

Wir bilden §J durch Variieren der Grofien p;; und %l;%, wobei
deren Randwerte nicht verindert werden sollen. Hierbei soll ¢ als eine
Konstante betrachtet werden. - Das Variationsprinzip:

0J =20 (15)
fiilhrt dann zu den folgenden Gleichungen:

) 1 o f3? )
Rzk_E g*R + - Stk =0 (@GEk=1,2 8, 4 (16a)

und —
?—V:o_miF Y0 (=12 3 4, (16 1)
wo R die Einsteinsche Krimmungsinvariante, R**¥ die kontravarianten
Komponenten des Einsteinschen Kriimmungstensors, ¢¢* die kontra-
varianten Komponenten des Einsteinschen Fundamentaltensors, S¢% die
kontravarianten Komponenten des elektromagnetischen Energie-Impuls-
tensors, g die Determinante der g;;, und schlieflich F?* die kontra-
varianten Komponenten des elektromagnetischen Feldtensors bedeuten.

Setzen wir .
“—2‘1 — «, (17

wo % die von Einstein gebrauchte Gravitationskonstante bedeutet, so
sehen wir, daB die Gleichungen (16a) in der Tat mit den Gleichungen
der Relativitiatstheorie fiir das Gravitationsfeld und (16 b) mit den gene-
ralisierten Maxwellschen Gleichungen der Relativititstheorie identisch
sind fiir einen materiefreien Feldpunkt?).

Wenn wir uns auf die in der Elektronentheorie und der Relativi-
tatstheorie {tibliche schematische Behandlungsweise der Materie be-
schrinken, konnen wir die gewdohnlichen Gleichungen fiir den nicht
materiefreien Fall in shnlicher Weise erhalten. Wir ersetzen P in (14)

durch P { n Ty, 0
Um die @* zu definieren, wollen wir erst den auf ein Elektron oder
einen Wasserstoffkern beziiglichen Tensor:
d ot dxk
_ — 4T dr
1) Siehe z. B. W. Pauli, Relativititstheorie, 8. 719 und 724.

gtk

(18)
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betrachten, wo dz’ die Lageinderungen des Teilchens bezeichnen, und
dl ein gewisses invariantes Differential bedeutet. Die @%% sollen gleich
der auf die Volumeneinheit bezogenen Summe der §%# fiir die verschiedenen
Teilchen sein. Wir kommen dann wieder zu Gleichungen vom gewihn-
lichen Typus, die mit den gewdhnlichen Feldgleichungen identisch
werden, wenn wir setzen:

dv ¢
=4 19
1}0 dl iﬁc7 ( )
s _ (VI (20)
dal Vm
wo allgemein .

die kovarianten Komponenten des finfdimensionalen Geschwindigkeits-
vektors #* sind, wo

dl
Ferner bedeuten ¢ das elektrische Elementarquantum, M und s die
Massen von Wasserstoffkern bzw. Elektron. Dabei gilt das obere Wert-
system ffir den Kern, das untere fiir das Elektron. Weiter ist

(22)

N Y
dz_.?V——ds

das Differential der Eigenzeit.

Aus den Feldgleichungen folgen natiirlich auf gewithnliche Weise
die Bewegungsgleichungen fiir materielle Teilchen und die Kontinuitéts-
gleichung. Die Rechnungen, die dazu fithren, konnen von unserem
Standpunkt aus einfach zusammengefadt werden. Wie man leicht sieht,
sind némlich unsere Feldgleichungen mit den folgenden 14 Gleichungen
dquivalent:

Pik_14ikP 4 4@ = () (23)
(4 k=0, 1, 2, 3, 4, aber nicht beide Null), wo die P die kontra-
varianten Komponenten des verjiingten fiinfdimensionalen Kriimmungs-
tensors sind (den R‘* entsprechend). Die in Frage stehenden Gleichungen
folgen nun durch Divergenzbildung von (28). Hieraus folgt, daB sich
die elektrischen Teilchen auf fiinfdimensionalen geoditischen Linien
bewegen, die den Bedingungen (19) und (20) gentigen?!). Wie man

1) Die speziellen Werte von C(ZI—TZ sind natiirlich in diesem Zusammenhang ohne

Bedeutung. Wesentlich ist hier nur ill;l[ — const.
d
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sofort sieht, sind diese Bedingungen eben deshalb mit den Gleichungen
der geodstischen Linien vertriglich, weil #° in den ¢;; nicht vorkommt.

Es muf hier daran erinnert werden, daB wohl keine geniigenden
Griinde fiir die exakte Giiltigkeit der Einsteinschen Feldgleichungen
vorliegen. Immerhin mochte es nicht ohne Interesse sein, da sich sdmt-
liche 14 Feldgleichungen in so einfacher Weise vom Standpunkt der
Theorie von Kaluza zusammenfassen lassen.

§ 2. Die Wellengleichung der Quantentheorie. Wir gehen
nun dazu iiber, die Theorie der stationiren Zustinde und die damit zu-
sammenh#ingenden charakteristischen Abweichungen von der Mechanik,
die in der neueren Quantentheorie zum Vorschein kommen, in Beziehung
zu der fiinfdimensionalen Relativititstheorie zu bringen. Betrachten wir
zu diesem Zweck die folgende Differentialgleichung, die sich auf unseren
fiinfdimensionalen Raum beziehen soll und als eine einfache Verall-
gemeinerung der Wellengleichung betrachtet werden kann:

L/ 0T ik 0T
S (rmga— = ) 5) =0 (24)

Hier bedeuten die a** die kontravarianten Komponenten eines fiinfdimen-
sionalen symmetrischen Tensors, die gewisse Funktionen der Koordinaten
sein sollen. Die Gleichung (24) besteht unabhingig vom Koordinaten-
system.

Betrachten wir erst eine durch (24) bestimmte Wellenausbreitung,
die dem Grenzfall der geometrischen Optik entspricht. Wir kommen
dazu, wenn wir setzen:

= Aeo?® (25)
und @ als so grof annehmen, daff in (24) nur die mit @?® proportionalen
Glieder berticksichtigt zu werden brauchen. Wir bekommen dann:

L 0DPOD
Z atk 01‘1 a‘TT—k e 07 (26)

eine Gleichung, die der Hamilton-Jacohischen partiellen Differential-

gleichung der Mechanik entspricht. Setzen wir
0D
Pe= o’

so konnen die Differentialgleichungen der Strahlen bekanntlich in der

(27)

folgenden Hamiltonschen Form geschrieben werden:
dp,' darl
— = = = d}, (28)
o — o=
dat 0])[
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1 )
H=3 z-a’kpipk. (29)
Aus (26) folgt noch
H= 0. (30)
Eine andere Darstellung dieser Gleichungen, die der Lagrangeschen

Form entspricht, ergibt sich durch den Umstand, daf die Strahlen als
geodiitische Nullinien der Differentialform:

2 ai;:.d:v"dxk

betrachtet werden konnen, wo die a;; die zu den a*F reziproken Gréfen
bedeuten, also

S a0t = o {1’ pE=k (31)
iy b= 0; = . '
Setzen wir nun 0,0k

D apdafdat = p @) + ds?, (32)

so konnen wir durch passende Wahl der Konstante u erreichen, daf
unsere Strahlengleichungen mit den Bewegungsgleichungen elektrischer
Teilchen identisch werden. Setzen wir, um dies einzusehen:

1 dg\ | 1 zds\’ )
r=ge(@m 2@ @
so folgt
0L ad
h= e = E (34)
A
und
0L dr . )
b = " :“1'_+A61’O‘Pz' (7':172»514)y (35)
di
wo #, ... u, die kovarianten Komponenten des gewohnlichen Geschwin-

digkeitsvektors bedeuten.
Die Strahlengleichungen lauten nun:

ap, __
a0 (362)
ap; 1 09,” daxt d x dcpu d xt

il 2 0o & dai = BPgu an

G==1,234). (36)

Aus
pdd* +ds? = ud® —c*de®* = 0
ergibt sich

ay — .
vy = Ve (37)
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d
Da nach (34) und (36 a) d—{: und also auch Z———; konstant ist, konnen wir 3
80 wihlen, daB
dt {M fiir den Wasserstoffkern, 38)

di — \m fiir das Elektron.
Ferner miissen wir, um zu den gewthnlichen Bewegungsgleichungen zu
gelangen, annehmen:

+ ; fiir den Wasserstoffkern,

B, = / ©9)
—= fiir das Elektron.

Aus (87) ergibt sich dann:

2
E;l—ﬂ_c? fiir den ‘Wasserstoffkern,

. (40)
T fir das Elektron.
Die Gleichungen (35), (36) stimmen dann mit den gewthnlichen Be-
wegungsgleichungen elektrischer Teilchen in Gravitationsfeldern und
elektromagnetischen Feldern vollstindig iiberein. Insbesondere sind die
nach (35) definierten Grofien p; identisch mit den auf gewshnliche Weise
definierten generalisierten Momenten, was fiir die folgenden Uberlegungen
wichtig ist. Da wir 8 noch beliebig wihlen kinnen, wollen wir setzen:

4

= . (41)
¢
Es ergibt sich dann einfach:
[+ 1 fir den Wasserstoifkern,
Do = {_ 1 fiir das Elektron, (392)
und
Lo
STer fiir den Wasserstoffkern,
g = (40a)

——5 fiir das Elektron.
m? ¢

Wie man siebt, miissen wir in (37) fiir die Quadratwurzel das
positive Zeichen im Falle des Kerns und das negative Zeichen im Falle
des Elektrons wihlen. Dies ist ja wenig befriedigend. Die Tatsache
aber, daB man bei einem einzigen Werte von u zwei verschiedene Klassen
von Strahlen erhilt, die sich gewissermafen wie die positiven und nega-
tiven elektrischen Teilchen zueinander verhalten, konnte als ein Hin-



Quantentheorie und fiinfdimensionale Relativititstheorie. 903

weis darauf angesehen werden, daB es vielleicht moglich ist, die Wellen-
gleichung so abzuindern, daf sich die Bewegungsgleichungen beider
Arten von Teilchen aus einem einzigen Wertsystem der Koeffizienten
ergeben. Auf diese Frage wollen wir jetzt nicht weiter eingehen,
sondern wir wollen dazu diibergehen, die ans (82) folgende Wellen-
gleichung im Falle des Elektrons etwas niher zu betrachten.

Da fiir das Elektron p, — -—— 1 angenommen wurde, miissen wir
nach (27) setzen:
D = —z°+ S, o2, 25, o). (42)
Die Theorie von de Broglie ergibt sich nun, wenn wir die mit
der Wellengleichung vertriglichen, einem bestimmten Wert von ¢ ent-
sprechenden stehenden Schwingungen aufsuchen, und dabel annehmen,
daf die Wellenausbreitung nach den Gesetzen der geometrischen Optik
vor sich geht. Dazu bediirfen wir des wohlbekannten Satzes von der
Erhaltung der Phase, der sich sofort aus (28 und (30) ergibt. Es folgt
némlich :
ao oD dxt 0H
1= WTAZZI”'T@:QH:O' (43)
Die Phase wird also von der Welle mitgefiihrt. Betrachten wir
nun den einfachen Fall, wo sich @ in zwei Teile spalten lifit, von denen
der eine Teil nur von einer einzigen Koordinate, sagen wir z, abhingt,
die mit der Zeit periodisch hin und her schwingt. Es wird damn
eine stehende Schwingung miglich sein, die dadurch charakteri-
siert wird, dafl eine in einem gewissen Augenblick durch (25) dargestellte
barmonische Welle nach einer Periode von x mit derjenigen Welle in
Phase zusammentrifft, die sich aus derselben Losung (25) durch Ein-
setzen der neuen Werte von z°, 2%, %, x* ergibt. Wegen der Erhaltung
der Phase ist die Bedingung dafiir einfach:

co(j;pdx:n.?,n:, 44
wo % eine ganze Zahl bedeutet. Setzen wir:
2z
@ = —— (45)

B’
wo h die Plancksche Konstante bedeutet, so .ergibt sich also die ge-
wohnliche Quantenbedingung fiir eine separierbare Koordinate. Ahn-
liches gilt natiirlich fiir ein beliebiges Periodizititssystem. Die gewdhn-
liche Quantentheorie der Periodizititssysteme entspricht also vollstindig
der Behandlung der Interferenzerscheinungen mittels der Annahme, daf
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sich die Wellen nach den (esetzen der geometrischen Optik ausbreiten.
Es mag noch hervorgehoben werden, daf wegen (42) die Beziehungen
(44), (43) bei den Koordinatentransformationen (2) invariant bleiben.
Betrachten wir nun auch die Gleichung (24) in dem Falle, wo

nicht so groB ist, daB wir nur die in @ quadratischen Glieder zu beriick-
sichtigen brauchen. Wir beschrinken uns dabei auf den einfachen Fall
eines elektrostatischen Feldes. Dann haben wir in kartesischen Koor-
dinaten:

a9 = dz® —eVdt,

ds? = da® - dy* +dz® — 2 dtd. |
Also ergibt sich:

(46)

l

m? c?

1 1
=5 (2 + py + p3) — g (P e Ve -+ 5 py. (47

In der Gleichung (24) konnen wir nun die mit {7:} proportionalen

GroBen vernachldssigen, denn die Dreiindizessymbole sind in diesem
Falle nach (17) kleine mit der Gravitationskonstante % proportionale
Grofen. Wir bekommen also '):
10°U 2¢V 09U EVH 02U
V=55 = grge T (M=) g
Fir U koonen wir, da ¥ nur von z, g, # abhingt, in Ubereinstimmung
mit (42) und (45) ansetzen:

= 0. (48)

—omi (3—0 —+t)
U—=ce U P (2, y, 2). (49)
Dies in (48) eingefiihrt, ergibt:
49+ % [((hy —eV ) —miet]yp — 0. (50)
Setzen wir noch:
hy = mc* + E, (51
so bekommen wir die von Schréodinger?) gegebene Gleichung, deren
stehende Schwingungen bekanntlich Werten von E entsprechen, die mit

1) Aufier durch das Auftreten von x% das ja fiir die Anwendungen unwesentlich
ist, unterscheidet sich diese Gleichung von der Sehrddingerschen Gleichung
durch die Art, in welcher in (48) die Zeit auftritt. Als eine Stiitze fiir diese
Form der Quantengleichung kann angefiihrt werden, dafi dieselbe in dem Fall, wo V
harmonisch von der Zeit abhéngt, wie man durch eine einfache Stirungsrechnung
zeigen kann, Losungen hesitzt, die sich in #hnlicher Weise zu der Dispersions-
theorie vonKramers verhalten wie die Schrsdingerschen Losungen zu der Quanten-
theorie der Spektrallinien. Diese Bemerkung verdanke ich Dr. W. Heisenberg.

?) Schrodinger, L c.
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den aus der Heisenbergschen Quantentheorie berechneten Energie-
werten identisch sind. Wie man sieht, ist E in dem Grenzfall der geo-
metrischen Optik gleich der auf gewdhnliche Weise definierfen mecha-
nischen Energie. Die Frequenzbedingung besagt, wie Schrodinger
hervorgehoben hat, nach (51), daf die zu dem System gehorenden Licht-
frequenzen den aus den verschiedenen Werten der Frequenz v gebildeten
Differenzen gleich sind.

§ 3. SchluBbemerkungen Wie die Arbeiten von de Broglie
sind obenstehende Uberlegungen aus dem Bestreben entstanden, die
Analogie zwischen Mechanik und Optik, die in der Hamiltonschen
Methode zum Vorschein kommt, fiir ein tieferes Verstindnis der Quanten-
erscheinungen auszuputzen. Da dieser Analogie ein reeller physi-
kalischer Sinn zukommt, scheint ja die Ahnlichkeit der Bedingungen fiir
die station#iren Zustinde von Atomsystemen mit den Interferenz-
erscheinungen der Optik anzudeuten. Nun stehen bekanntlich Begriffe
wie Punktladung und materieller Punkt schon der klassischen Feld-
pbysik fremd gegeniiber. Auch wurde ja ofters die Hypothese aus-
gesprochen, dal die materiellen Teilchen als spezielle Losungen der
Feldgleichungen aufzufassen sind, welche das Gravitationsfeld und das
elektromagnetische Feld bestimmen. Es liegt nahe, die genannte Ana-
logie zu dieser Vorstellung in Beziehung zu bringen. Denn nach dieser
Hypothese ist es ja nicht so befremdend, daf die Bewegung der mate-
riellen Teilchen Ahnlichkeiten aufweist mit der Ausbreitung von Wellen.
Die in Rede stehende Analogie ist jedoch unvollstindig, solange man
eine Wellenausbreitung in einem Raum von nur vier Dimensionen be-
trachtet. Dies kommt schon in der variablen Geschwindigkeit der
materiellen Teilchen zum Vorschein. Denkt man sich- aber die beob-
achtete Bewegung als eine Art Projektion auf den Zeitraum von einer
Wellenausbreitung, die in einem Raum von fiinf Dimensionen stattfindet,
so lift sich, wie wir sahen, die Analogie vollstindig machen. Mathe-
matisch ausgedriickt heilt dies, dal die- Hamilton-Jacobische Glei-
chung nicht als Charakteristikengleichung einer vierdimensionalen, wohl
aber einer fiinfdimensionalen Wellengleichung aufgefafit werden kann.
In dieser Weise wird man zu der Theorie von Kaluza gefiihrt.

Obwohl die Einfihrung einer fiinfter Dimension in unsere physi-
kalischen Betrachtungen von vornherein befremdend sein mag, wird eine
radikale Modifikation der den Feldgleichungen zugrunde gelegten
Geometrie doch wieder in ganz anderer Weise durch die Quantentheorie
nahegelegt. Denn es ist bekanntlich immer weniger wahrscheinlich
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geworden, daf die Quantenerscheinungen eine einheitliche raumzeitliche
Beschreibung zulassen, wogegen die Miglichkeit, diese Erscheinungen
durch ein System von finfdimensionalen Feldgleichungen darzustellen,
wohl nicht von vornherein auszuschliefen ist!). Ob hinter diesen An-
deutungen von Moglichkeiten etwas Wirkliches besteht, mufi nattirlich
die Zukuntt entscheiden. Jedenfalls muf betont werden, daf die in dieser
Note versuchte Behandlungsweise, sowohl was die Feldgleichungen als
auch die Theorie der stationiren Zustiinde betrifft, als ganz provisorisch
zu betrachten ist. Dies kommt wohl besonders in der auf S. 898 er-
wihnten schematischen Behandlungsweise der Materie zum Vorschein,
sowie in dem Umstand, daf die zwei Arten von elektrischen Teilchen
durch verschiedene Gleichungen vom Schrédingerschen Typus behandelt
werden. Auch wird die Frage ganz offen gelassen, ob man sich bei der
Beschreibung der physikalischen Vorginge mit den 14 Potentialen be-
gniigen kann, oder ob die Schrtdingersche Methode die Emfuhrung
eluer neuen Zustandsgrofe bedeutet.

Mit den in dieser Note mitgeteilten Uberlegungen habe ich mich
sowohl in dem Physikalischen Institut der University of Michigan, Ann
Arbor, wie in dem hiesigen Institut fiir theoretische Physik beschiftigt.
Ich méchte auch an dieser Stelle Prof. H. M. Randall und Prof. N. Bohr
meinen wirmsten Dank aussprechen.

1) Bemerkungen dieser Art, die Prof. Bohr bei mehreren Gelegenheiten
gemacht hat, haben einen entschiedenen Einfluf auf das Entstehen der vor-
liegenden Note gehabt.




