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Quantentheorie und fi infdimensionale Relativit~tstheorie. 
Von Oskar Klein in Kopenhagen. 

(Eingegangen am 28. April 1926.) 

Auf den folgenden Seiten mSchte ich auf einen einfachen Zusammenhang hin- 
weisen zwischen der yon Kaluza  1) vorgeschlagencn Theorie filr den Zusammen- 
hang zwischen Elektromagnetismus und Gravitation cinerseits und der von 
de Broglic  2) und SchrSdinger  3) angegebenen Methodc zur Behandlung der 
Quantenprobleme andererseits. Die Theorie yon Kaluza  geht darauf hinaus, die 
zehn Einsteinsehen Gravitationspotentiale gik und die vicr elektromagnetisehen 
Potentiale ~i in Zusammenhang zu bringen mit den Koeffizienten Yi~ eines 
Linienelementes von einem Riemannschen Raum~ der atdler den vier gewOhn- 
lichen Dimensionen noch eine ffinfte Dimension enth~ilt. Die Bewegungsgleichungen 
der elektrischen Teilchen nehmen hierbei auch in elektromagnetisehen Feldern 
die Gestalt von Gleichungen geod~tiseher Linien an. Wenn dieselben als Strahlen- 
gleichungen gedeutet werden, indem die Materie als eine Art Wellenausbreitun~ 
betraehtet wird, kommt man fast von selbst zu einer partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, die als eine Verallgemeinerung der gewShnlichen 
Wellengleiehung angesehen werden kann. Werden nun solche LSsungen dieser 
Gleichung betrachtct, bei denen die f[infte Dimension rein harmonisch auftritt mit 
einer bestimmten mit der Planekschen Konstante zusammenh~ngenden Periode, so 

kommt man eben zu den obenerw~hnten quantentheoretischen ~ethoden. 

w 1. F i l n f d i m e n s i o n a l e  R e l a t i v i t ~ t s t h e o r i e .  Ich range 

damlt an, eine kurze Dars t e lhng  yon der liinfdimenslonalen Relativit~ts- 

theorie zu geben, die sich nahe an die Theorie yon K a l u z a  anschliel~t, 

aber in einlgen Punkten yon derselben abweicht. 

Betrachteu wir ein fiinfdimensionales R i e m a n n s e h e s  Linienelement, 

ffir welches wir einen vom Koordinatensystem unabh~ngigen Sinn postu- 

lierem Wir schreiben dasse]be: 

d 6  ----- ~ . ~ T i k d x i d x  k, (1) 

wo das Zeichen 2~, wle iibera]l im tolgenden, elne Summation fiber die 

doppelt vorkommenden Indlzes yon 0 his 4 angibt. Hierbei bezeictmen 

x ~ . . .  x 4 die ~finf Koordinaten des Raumes. Die 15 Gr~l~en ~ik sind die 

kovarianten Komponenten eines tfinfdimensionalen symmetrischen Tensors. 

Um yon denselben zu den GrS~en gi~ und r der gewiihnlichen Relativi- 

tatstheorie zu kommen, miissen wir gewisse spezielle Annahmen machen. 

Erstens mfissen vler der Koordlnaten, sagen wir  x ~, x ~, x 8, x 4, stets den 

gew~ihnlichen Zeitraum charakterlsieren. Zweitens diirfen die Griil3en 

1) Th. Kaluza ,  Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1921, S. 966. 
2) L. de Broglie ,  Ann. d. Phys. (10) 8, 22, 1925. Theses, Paris 1924. 
~) E. SchrSdinger ,  Ann. d. Phys. 79, 361 und 489, 1926. 
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7ik nieht yon der fiinften Koordinate x ~ abhAngen. Hieraus folgt, dal~ 
die erlaubten Koordinatentransformationen sich auf die folgende Gruppe 
beschri~nken 1): 

z~ = x~ + ~o ( x l ' ,  x~' ,  x3', x"), 
x ~ - ~  * i ( x  1', x ~', x 3', x ~') (i ----- 1, 2, 3, 4). J (2) 

Eigentlich batten wir in der ersten Gleichung Konstante real x ~ anstat t  
x ~ schreiben sollen. Die Beschrankung auf den Wer t  Eins der Kon- 
stante ist ja aber ganz nnwesentlieh. 

Wie man leicht zeigt, bleibt 7oo bei den Transformationen (2) in- 
variant. Die Annahme 7oo ~--- Const. ist deshalb zulassig. Die Vermutung 
liegt nahe, daft nur die Verhaltnisse der 7ik einen physikalischen Sinn 

haben. Dann ist diese Annahme nur eine immer mSg]iehe Konvention. 
Indem wir die ~Ial~einheit yon x ~ vorlaufig unbestimmt lassen, setzen wir: 

7oo ---~ ~" (3)  

Man zeigt ferner, dai] die tolgenden DifferentialgrSl]en bei den Trans- 

formationen (2) invariant bleiben, namlich 1): 

d ~ - d z  ~ 2 4 7 1 7 6  dx i, (4) 
~oo 

( ~~176  (5) 
ds~ ~ -  7"~' 700 / 

In diesen Ausdriicken soll iiber die doppelt vorkommenden Indizes yon 
1 bis 4 summiert werden. Bei solchen Summen wollen wir, wie iiblieh, 
das Summenzeichen fortlassen. Die GrSl3en d @ und d s hiingen in tier 
[olgenden Weise mit  dem Linienelement d a zusammen: 

d a  2 ~--- ~ d #  2 + ds 2. (6) 

Auf Grund der Invarianz yon d #  and 700 ~olgt nun, dal] die ~ier 7o~ 
(/ :~: 0), wenn x ~ festgehalten wird, sieh wie die kovarianten Kompo- 
nenten eines gewShnliehen Vierervektors transformieren. Wenn x ~ mit- 
transformiert wird, tr i t t  noeh der Gradient eines Skalars additiv hinzu. 
Dies bedeutet, dab die Grs~en: 

d7o,  C)yok 
8 zk 8 x~ 

1) Vgl. H. A. Kramer s ,  Proe. Amsterdam 28, bIr. 7, 1922, wo eine an die 
nun folgenden Betraehtungen erinnernde ~berlegung mit einem einfaehen Beweis 
for die Invarianz yon d#  uad ds 2 gegeben ist. 
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sieh wie die kovarianten Komponenten F~k des elektromagnetischen Feld- 

tensors transformieren. Die Grtil~en 7o~ verhalten sieh also yore in- 

variantentheoretischen Gesiehtspunkt wie die elektromagnetischen Poten- 
tiale q0i. W i r  nehmen deshalb an: 

d ~  -~- d x  ~ + f l q ) i d x  i, (7) 
d.h. 

7o~ : ~fl ~ (i = 1, 2, 3, 4), (8) 
wo /~ eine Konstante bedeutet, und wo die q0r so definiert slnd, dal] in 
rechtwinkligen Gal i le i schen  Koordinaten gilt: 

( ~ ,  ~y, ~ )  _-- A, / 
~ o ~ = - - e v ,  , (9) 

wo A das gewShnliehe Vektorpotential, V das gew~hnliehe skalare 
Potential und c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnen. 

Die Differentialtorm ds  wollen wir mit dem Linienelement der 
gewShnlichen Relativitatstheorle identifizieren. Wir setzen also 

7ik : gik 27 ~ ~Pi~k, (10) 

wobei wir die gik so wahlen wollen, dal3 in reehtwinkligen Gal i le i schen  

Koordinaten gilt : 

ds  ~ -~- d x  2 27 d y  2 27 d z  ~ -  c~ d t  ~. (I1) 

tIiermit sind die GrSl]en 7i,  auf bekannte Gr(i~en zuriickgefiihrt. 
Das Problem ist nun, solche Feldgleiehungen flit die GraVen 7ik auf- 
zustellen, dal] sich fiir die gik und q0i in geniigender Ann~herung die 
Feldgleiehungen der gewShnliehen Relatlvitafstheorie ergeben. Auf 

dieses schwlerige Problem woilen wit bier nieht naher eingehen, sondern 
wit wo]_]en nur zeigen, dal~ die gewiihnlichen Feldgleiehungen yon dem 
Gesichtspunkt der fiinfdimensionalen Geometrie sieh einfach zusammen- 

fassen lassen. Wir bflden die Invariante: 

wo 7 ~k die kontravarianten Komponenten des fiinfdimensionalen metrisehen 

Fundamentaltensors sind und wo {rs} die C h r i s t  offelschen Dreiindizes- 

symbole bezeichnen, also: 

{rst 1 . (o7. o7.  (13) 
i J = - ~ - ~ r ~ " t ,  Ox = + 0~  0o~,) 

In dem Ausdruok ~ton P denken wit uns, dal~ alle GrSl~en yon x ~ unab- 

h~ngig sind, und dab 700 = ~ ist. 

59* 
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Betrachten wir nun das fiber ein geschlossenes Gebiet des fiinf- 
dimensionalen Raumes ausgefiihrte Integral: 

J : ~ - P ~ - -  ~ d x ~  *, (14) 

wo ~ die Determinante der ~ik bedeutet. 
O~ik, 

Wir bilden ~ J  dureh Variieren der Gr~l~en ~'ik und ~ wobei 

deren Randwerte nieht ver~ndert werden soUen. Hierbei so l /~  als eine 
Konstante betrachtet werden. Das Variationsprinzip: 

/ I J  --- 0 (15) 

fiihrt dann zu den folgendea Gleichungen: 

R / k  21 g/kR~_~fi~_S *k--- 0 (i ,k ~ 1, 2, 3, 4) (16a) 

und 

Ox~ = 0 (i ~ 1, 2, 3, 4), (165) 

wo R die Eins te insche  Kriimmungsinvariante, R ik die kontravarianten 
Komponenten des Eins~ei-nschen Kriimmungstensors, gi1: die kontra- 
varianten Komponenten des E ins te inschen  Fundamentaltensors, S ik die 
kontravarianten Komponenten des elektromagnetisehen Energie-Impuls- 
tensors, g die Determinante der gik and schliel~lich Fi~ die kontra- 
varianten Komponenten des elektromagnetisehen Feld~ensors bedeuten. 
Setzen wir 

: ~, (17) 

we u die yon E i n s t e i n  gebrauehte Gravitationskonstante bedeutet, so 
sehen wit, da~ die Gleiehungen (16 a) in der Tat mit den Gleichungen 
der Relativitittstheorie fiir das Gravitations[eld und (16b) mit den gene- 
ralisierten Maxwellschen Gleichungen der Relativitatstheorle identisch 
sind fiir einen materiefreien Feldpunkt ~). 

Wenn wir uns au~ die in der Elektronentheorie und der Relativi- 
tiitstheorie iibliehe schematisehe Behandlungsweise der Materie 5e- 
schranken, kiinnen wit die gew(ihnliehen Gleichungen ftir den nicht 
materiefreien Fall in ahnlicher Weise erhalten. Wir ersetzen P in (14) 

durch P -[- ~ Z, ~tk 0 ik. 

Um die 0 ik zu definieren, wollen wir erst den auf ein Elektron oder 
einen Wassersto[fkern beziiglichen Tensor: 

d x  i d x  ~ 
~i~ - -  (18) 

dl  d7 

1) Siehe z. B. W. Pauli,  Relativit~itstheorie, S. 719 und 724. 
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betrachten, wo d x  i die Lageanderungen des Teilehens bezeiehnen, and 

d~ ein gewisses invariantes Differential bedeutet. Die O ~ sollen gteieh 

der auf die Vohmeneinheit bezogenen Summe der @~k fiir die verschiedenen 

Teilehen sein. Wir kommen daan wieder zu Gleiehungen vom gew(ihn- 
lichen Typus, die mit den gewiihnlichen Feldgleiehungen identiseh 

werden~ wenn wir setzen: 

d v  _~ e__ (19) 
v~ d~ - -  - - f i e '  

wo allgemein d x~ 
v~ ~ 22~i~ d~ (21) 

die kovarianten Komponenten des ftinfdimensionalen Geschwindigkeits- 
vektors v i sind, wo 

d x i 
v i z - -  (22) 

d~ 

Ferner bedeuten e das elektrische Elementarquantum, M und m die 

Massen yon Wasserstoffkern bzw. Elektron. Dabei gilt das obere Weft- 
system fiir den Kern, das untere fiir das Elektron. Weiter ist 

dr, : - -1  ~__ ds ~ 
C 

das Di[~erential der Eigenzeit. 
Aus den Feldgleichungen folgen natiirlich auf gewShnliche Weise 

die Bewegungsgleichungen fiir materielle Teilchen und die Kontinuitats- 
gleichung. Die Rechnungen, die dazu liihren, kSnnen yon unserem 

Standpunkt aus einfach zusammengefailt werden. Wie man leicht sleht, 
sind namlich unsere Feldgleichungen mit den folgenden 14 Glelchungen 
~quL~alent: 

__ ~ ~ i k p  u O ik ( 2 3 )  /~ik ~ ~_ ---- 0 

(i, k ~-- 0, 1, 2, 3, 4, abet nieht beide Null), wo die p i k  die kontra- 
varianten Komloonenten des veriiingten fiinfdimensionalen Kriimmungs- 
tensors sind (den R ik entsprechend). Die in Frage stehenden Gleichungen 
~olgen nun durch Divergenzbl]dung yon (23). Hieraus folgt, da~ sich 
die elektrischen Teilchen auf fiinfdimensionalen geodatischen Linien 
bewegen~ die den Bedingangen (19) und (20) gentigenl). Wie man 

dz 1) Die speziellen Werte yon ~ sind natiirlich in diesem Zusammenhang ohne 

dz Bedeutung. Wesentllch ist bier nur (~/ z const. 
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sofort sieht, sind diese Bedingungen eben deshalb mit den Gleichungen 
der geodatisehen Linien vertrag]ich, well x ~ in den 7ik nieht vorkommt. 

Es mul3 hier daran erinnert werden, dal3 wohl keine gentigenden 

Grfinde ffir die exakte G~iltigkeit der E ins te insehen  Feldgleichungen 
vorliegen. Immerhin mSehte es nieht ohne Interesse sein, dal~ sieh s~i~at- 
liehe 14 Feldgleiehungen in so einfacher Weise vom Standpunkt der 
Theorie yon K a luz  a zusammenfassen lassen. 

w  Die W e l l e n g l e i c h u n g  der  Q u a n t e n t h e o r i e .  Wirgehen  
nun dazu fiber, die Theorie der sfationaren Zustande und die damit zn- 

sammenhangenden eharakteristisehen Abweiehungen yon der Meehanik, 
die in der neueren Quantentheorie zum Vorschein kommen, in Beziehung 
zu der fiinfdimenslonalen Relativltatstheorie zu brlngen. Betraehten wir 
zu diesem Zweek die folgende Differentialgleiehung, die sieh auf unseren 
Nnfdimensionalen Raum beziehen soll und als eine einfaehe Verall- 

gemeinerung der Wellengleiehung betrachtet werden kann: 

Hier bedeuten die a i~ die kontravarianten Komponenten eines ffinfdimen- 
sionalen symmetrischen Tensors, die gewisse Funktionen der Koordinaten 
sein sollen. Die Gleiehung (24) besteht unabh~nglg yore Koordinaten- 

system. 
Be~raehten wir erst eine dureh (24) bestimmte Wellenausbreitung, 

die dem Grenz~all der geometrisehen Optik entsprieht. Wir kommen 

dazu, wean wir setzen: 
u = A d  ~'~ (25) 

und roals so gro~ anne]amen, da~ in (24) nut die mit co ~ proportionalen 
Glieder berfieksichtigt zu werden brauehen. Wir bekommen dann: 

a ~ k O 0 0 @  
0.~ bST/= o, (26) 

eine Gleiehung, die der H a m i l t o n - J a e o b i s e h e n  partiellen Differential- 

gleiehung der Meehanik entsprieht. Setzen wir 
a ~  

2~" = O x i, (27) 

so kSnnen die Differentialgleiehungen der Strahlen bekanntlieh in der 
folgenden H a m i l t o n s e h e n  Form gesehrieben werden: 

d2~ d z ~ 
d Z, (28) 

O H -  a H -  
O ,~'~ O!oi 
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1 wo H = ~ ~ a~kpip k. (29) 

Aus (26) folgt noeh 
H = 0. (30) 

Eine andere Darstellung dieser Gleiehungen, die der L a g r  ang  e schen 

Form entspricht, ergibt sich dutch den Umstand, daI~ die Strahlen als 

geodatisehe Nullinien der Differentialform: 

~ a ~  d x ~ dx k z 

betrachfet werden kSnnen, wo die aik die zu den a ~k reziproken GrSllen 

bedeuten, also 

1, i ~ k (31) 

Setzen wir nun 

a i k d x i d x  k ~ 9 (d~ ' )  2 -[- ds  2, (32) 

so kSnnen wlr dureh passende Wahl  der Konstanfe ~t erreichen, dag 

unsere Strahlengleiehungen mit den Bewegungsgleiehungen elektrischer 

Teilchen identiseh werden. Setzen wit, um digs einzusehen: 

1 /cl l~\  2 1 / d s \  2 (33) 
so folgt 

P o - -  dx  ~  g dit (34) 
0 - -  

dZ 
und 

O Z  dv 
P~ - -  d x~ - -  u~. ~ + flPo q0~ (i  ~ 1, 2, 3, 4)  , ( 35 )  

0 - -  
d~ 

wo u 1 . . .  u,  die kovarianten Komponenten des gewShnliehen Gesehvcin- 
digkeitsvektors bedeuten. 

Die Strahlengleiehungen lauten nun: 

d2o ~ -  O, (36a) 
dZ 

d ~ i  _ _  1 ~)g~, dx. ~ d x  ~ 45 ~ ~'~'.Oq~ dx~" (i - ~  l, 2, 3, 4). (36) 
dZ 2 c)x~ d~ d4 -P~ dZ 

Aus 
It d #2 ~ - d s 2 - ~  ted@ ~ - c2 d v ~ = 0 

ergibt sich 
d #  

: (: t ' ~- (37) 
9 d v  
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d@ d r  
Da nach (34) und (36 a) ~ und also auch ~-~ konstant ist, ki~nnen wlr 

so wahlen, daft 
d_vv ~ IM fiir den Wasserstof~kern, (38) 
d~t (m fiir das Elektron. 

Ferner miissen wlr, um zu den gewShnlichen Bewegungsgleichungen zu 
gelangen, annehmen: 

e fiir den Wassersto~fkern, +7 
e fiir das Elektron. 
c 

Aus (37) ergibt sich dann: 

/ S-V;~ ~ ~iir den Wasserstoffkern, 

t~tir das Elektron. 

Die Gleiehungen (35), (36) stimmen darm mit den gewShnliehen Be- 
wegungsgleiehtmgen elektriseher Teilehen in Gravitationsfeldern und 
elektromagnetisehen Feldern vollst~ndig tiberein. Insbesondere sind die 
naeh (35) definierten GrSl~en/~i ident;iseh mit den au~ gewiShnliehe Weise 
definierten generalisie~en Nomenten, was Nr die folgenden |~-berlegtmgen 
wiehtig ist. Da Mr fl noeh beliebig w~hlen k~mlen, wollen wir setzen: 

e 
5 - .  (4t) 

c 

Es ergibt sieh dann einfaeh: 

1~ ~ { -~ 1 ~iir den Wasserstoffkern, (39 a) 
- - 1  fiir das Elektron, 

and 
1 

~iir den Wassersto~tkern, 

= 1 (40 a) 
fiir das Elektron. 

Wie man sieht, miissen wlr in (37) tiir die Quadratwurzel das 
positive Zeiehen im Falle des Kerns und das negative Zeichen im Falle 
des Elektrons w~hlen. Dies ist ia wenlg befriedigend. Die Tatsache 
aber, da6 man bei einem einzigen Werte yon 9 zwei verschiedene Klassen 
yon Strahlen erhalt, die sich gewisserma6en wie die positiven und nega- 
riven elek~risehen Teilchen zueinander verhalten, ki~nnte als ein Hin- 
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weis darauf angesehen werden, dal] es vielleicht mi~glich ist, die Wellen- 
gleichung so abzu~ndern, dal~ sieh die Bewegungsgleiehungen beider 
Arten yon Teilehen aus einem einzigen Wertsystem der Koeffizienten 
ergeben. Auf diese Frage wollen wit ietzt nicht welter elngehen, 
sondern wir wol]en dazu iibergehen, die aus (32) folgende Wellen- 
gleichung im Falle des Elektrons etwas n~her zu betrachten. 

Da fiir das Elektron Po ~ -  1 angenommen wurde, miissen wJr 
naeh (27) setzen: 

H --~ - -  x ~ + S (x ~, x 2, x 3, x~). (42) 
Die Theorie yon de B r o g l i e  ergibt sich nun, wenn wlr die mit 

der Wellenglelchung vertr~glichen, elnem bestimmten Wert yon co ent- 
sprechenden stehenden Schwingungen aufsuchen, und dabel ammhmen, 
dal] die Wellenausbreitung nach den Gesetzen der geometrlschen Optik 
vor slch geht. Dazu bediiffen wit des wohlbekannten Satzes yon der 
Erhaltung der Phase, der sich sofort aus (28 und (30) ergibt. Es folgt 
niimlich : 

d H  DH dx i O H  

Die Phase wird also yon der Welle mitgefiihrt. Betrachten wir 
nun den einfachen Fall, wo sich H in zwel Teile spalten lal~t, yon denen 
der eine Teil nur yon einer einzigen Koordinate, sagen wir x, abhangt, 
die mit der Zeit periodlsch hin und her schwingt. Es wird dann 
eine stehende Schwingung miigllch sein, die dadurch charakteri- 
siert wird, daft eine in einem gewissen Augenbliek durch (25) darg'estellte 
harmonisehe Welle naeh einer Periode yon x mit derjenlgen Welle in 
Phase zusammentrifft, die sich aus derselben L~isung (25) durch Ein- 
setzen der neuen Werte yon x ~ x 2, x 3, x * ergibt. Wegen der Erhaltung 
der Phase ist die Bedingung daftir einfaeh: 

co ~ ~ d x  ~ n . 2 ~ ,  (44) 

w o n  e~e ganze Zahl bedeutet. Se~zen wir: 

2~ 
co ---- T '  (45)  

w.o h die P lancksehe  Konstante bedeutet, so-erglbt sieh also die ge- 
wShnllche Quantenbedingung fiir eine separierbare Koordinate. ~hn- 
liches gilt nattirlich fiir ein beliebiges Periodizitatssystem. Die gewShn- 
liehe Quantentheorie der Periodizltatssysteme entspricht also vollst~ndig 
tier Behandlung der Intefferenzerscheinungen mittels der Annahme, dal~ 
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sich die Wellen nach den Gesetzen der geometrischen 0ptik ausbreiten. 
Es mag noch hervorgehoben werden, dal~ wegen (42) die Beziehungen 
(44), (45) bei den Koordinatentransformationen (2) invariant bleiben. 

Be~rachten wir nun auch die Gleichung (24) in dem Falle, wo co 
nicht so grol~ ist, dal] wir nut die in co quadratischen Glieder zu beriick- 
sichtigen brauehen. Wir beschr~nken uns dabei auf den einfachen Fall 
eines elektrostatischen Feldes. Dann haben wit in kartesischen K0or- 
dinaten : 

d ~  ~ dx  ~  e V d t ,  / (46) 

ds ~ - dx  ~ + dy~ + dz  ~ - c  ~dt ~. ! 
Also ergibt sich: 

1 2 1 m 2 c 2 
H = -ff (~ + p~j + p~) - -  2 c ~ (~t + e V~o) ~ + ~ - P o .  (47) 

In der Gleiehung (24) kt~nnen wir nun die rnit / i ; ' /  proportionalen 

Gr~l]en vernachl~ssigen, denn die Dreiindizessymbole sind in diesem 
Falle naeh (17) kleine mit der Gravitationskonstante x prol3ortionale 
GrSl]en. Wir bekommen also ~): 

1 0 " U  2 e V  02U ( ) e ~ V ~" 02 U 
z / U  e ~ 0 t  2 c ~ 0 t 0 x  ~ ~- m2 c~ c Y 0 x  ~ ~ - -  0.  ( 4 8 )  

Fiir U kSnnen wir, da V nur yon x, y, z abhangt, in ('~bereinstimmung 
mit (42) und (45) ansetzen: 

U = e ~ (x, y, z). (49) 

Dies in (48) eingeftihrt, ergibt: 

4 ~  [ ( h v - - e V )  ~ - m  ~c 4]~ ~--- 0. (50) 

Setzen wir noch: 
hv  ~ mc 2 + E,  (51) 

so bekommea wit die von S c h r S d i n g e r  2) gegebene Gleiehung, deren 
stehende Schwingungen bekanntlich Werten yon E entsprechen, die mit 

1) Aufler durch das Auftretea yon x ~  ja fiir die Anwendunffen unwesentlich 
ist, unterscheidet sieh diese Gleiehung yon der S c h r S d i n g e r s e h e n  Gleiehunff 
dutch die Art, in welcher in (48) die Zeit au[tritt. Als eine Stiitze fiir diese 
Form der Quantengleiehung kann angefiihr~ werden, daft dieselbe in dem Fall, wo V 
harmoniseh v o n d e r  Zeit abh~ngt, wie man durch eine einfaehe StSrungsreehnung 
zeigen kann~ LSsungen besitzt, die sich in ~hnlicher Weise zu der Dispersions- 
theorie yon K r a m e r s verhalten wie die S c h r 5 d in  g e r sehen LSsungen zu der Quanten- 
theorie der Spektrallinien. Diese Beraerkunff verdanke ich Dr. W. t t e i s e n b e r g .  

~) S c h r S d i n g e r ,  1. c. 
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den aus der He i s enbe rgschen  Quantentheorie bereehneten Energie- 
werten identiseh sin& Wie man sieht, ist /~ in dem Grenzfall der geo- 

metrischen Optik gleieh der auf gewShnliche Weise definierten meeha- 
nisehen Energie. Die Frequenzbedingung ~ besagt, wie S e h r S d i n g e r  
hervorgehoben hat, naeh (51), dal] die zu dem System gehSrenden Lieht- 
frequenzen den aus den versehiedenen Werten der Frequenz v gebfldeten 
Differenzen gleieh sind. 

w 3. Sch lu l ]bemerkungen .  Wie die Arbeiten yon de B r o g l i e  
sind obenstehende ~berlegungen aus dem Bestreben entstanden, die 
Analogie zwisehen ~eehanik und Optik, die in der Hamil~onschen 
Methode zum Vorsehein kommt, ~iir ein tieferes Verst~ndnis der Quanten- 
erseheinungen auszunutzen. Dal] dieser Analogie eia reeller physi- 
kalischer Sinn zukommt, sehelnt ia die Ahnliehkeit der Bedingungen lfir 
die station~ren Zustande yon Atomsystemen mit den Interferenz- 
erseheinungen der Optik anzudeuten. Nun stehen bekanntlieh Begriffe 
wie Punktladung und materieller Punkt sehon der klassisehen Feld- 
physik fremd gegen~ber. Aueh wurde ja 5fters die tIypothese aus- 
gesprochen, da~ die materiellen Teilehen als spezielle L~stmgen der 
Feldgleiehungen aufzufassen sind, welehe das Gravitationsfeld und das 
elektromagnetisehe Feld bestimmen. Es liegt nahe, die genannte Ana- 
logie zu dieser Vorstellung in Beziehung zu bringen. Denn naeh dieser 
Hypothese ist es-ja nieht so befremdend, dal] die Bewegung der mate- 
rlellen Teilehen Ahnliehkeiten aufweist mit der Ausbreitung yon Wellen. 
Die in Rede stehende Analogie ist iedoch unvollst~ndig, solange man 
eine Wellenausbreitung iu einem Raum yon nut vier Dimensionen be- 
traehtet. Dies kommt sehon in der variablen Gesehwindigkeit der 
materiel]en Teilehen zum Vorsehein. Denkt man sich. abet die beob- 
achtete Bewegung als eine Art ~rojektion auf den Zeitraum yon einer 
Wellenausbreitung, die in einem Raum yon f~inf Dimensionen stattfindet, 
so l~I]t sich, wie wlr sahen, die Analogie vollst~ndig machen. Mathe- 
matisch ausgedrtickt heist dies, dal] die H a m i l t o n - J a c o b i s e h e  Glei- 
chung nicht als Charakteristikengleiehung einer vierdimensionalen, wohl 
aber einer fiinfdimensionalen Wellengleichung aufgefal]t werden kann. 
In dieser Weise wird man zu der Theorie yon K a l u z a  gefiihrt. 

Obwohl die Einfiihrung einer fiinften Dimension in unsere physi- 
kalischen Betrachtungen yon vornhereln befremdend sein mag, wird eine 
radikale )Iodifikation der den Feldgleichungen zugrunde gelegten 
Geometrie doch wieder in ganz anderer Weise durch die Quantentheorie 
nahegelegt. Denn es ist bekanntlieh immer weniger wahrscheinlieh 
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geworden, dal] die Quantenerscheinungen eine einheitliche raumzeitliche 
Beschreibung zulassen, wogegen die ~ISgliehkeit, diese Erscheinungen 
dutch ein System yon fiinfdimenslonalen Feldgleichungen darzustellen, 
wohl night yon vornherein auszuseMiei~en ist 1). Ob hinter diesen An- 
deutungen yon MSglichkeiten etwas Wirkliches besteht, mul~ natiirlieh 
die Zukunft entscheiden. Jedenfal]s mui~ betont werden, dal~ die in dieser 
Note versuchte Behaadlungsweise, sowohl was die Fcldgleichungen als 
aueh die Theorie der station~ren Zust~nde betrifft, als ganz provisorisch 
zu betrachten ist. Dies kommt wohl besonders in der auf S. 898 er- 
wahnten sehematischen Behandlungsweise der Materle zum Vorschein, 
sowie in dem Umstand, dal~ die zwei Arten yon elektrisehen Teilchen 
dnrch verschiedene Gleichungen yore S ch r 5 din g e r schen Typus behandelt 
werden. Auch wird die Frage ganz often ge]assen, ob man sieh bei der 
Beschreibung der physikalischen Vorg~nge mit den "14 Potentialen be- 

gntigen kann, oder ob die Sch rSd inge r sehe  ~Iethode die Einfiihrung 
eiuer neuen ZustandsgrSl~e bedeutet. 

Mit den in dieser Note mitgeteilten Uberlegungcn habe ieh reich 
sowohl in dem Physikalischen Institut der University of Michigan, Ann 
Arbor, wie in dem hiesigen Institut fiir theoretische Physik beschaftlgt. 
Ieh mSchte auch an dieser Stelle Prof. H. M. R a n d a l l  und Prof. N. B o h r  

meinen w~rmsten Dank ausspreehen. 

1) Bemerkungen dieser Art, die Prof. Bohr bei mehreren Gelegenheiten 
gemacht hat, haben einen entschiedenen Einflu~ auf das Entstehen der vor- 
liegenden Note gehabt. 


